
15. Íîðìàëíî óðàâíåíèå íà ïðàâà â

ðàâíèíàòà

Äåôèíèöèÿ.1: Âñåêè âåêòîð, êîéòî å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà äàäåíà ïðàâà(ò.å. ïåðïåíäèêóëÿðåí

íà âñè÷êè âåêòîðè, êîèòî ñà êîëèíåàðíè ñ ïðàâàòà) ñå íàðè÷à íîðìàëåí âåêòîð íà ïðàâàòà.

Ùå ñìÿòàìå, ÷å ñìå ôèêñèðàëè îïðòîíîðìèðàíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà K = Oxy, ò.å.
ùå ðàáîòèì â ðàâíèíàòà.

Òâúðäåíèå.1: Íåêà ïðàâàòà l èìà óðàâíåíèå l : Ax + By + C = 0. Òîãàâà âåêòîðúò

N(A,B) e íîðìàëåí çà l.
Äîêàçàòåëñòâî:

Àêî N(A,B) å íîðìàëåí âåêòîð íà ïðàâàòà l, òî òîãàâà N å ïåðïåíäèêóëÿðåí, íà êîéòî

è äà å âåêòîð ν, êîëèíåàðåí íà ïðàâàòà.

Çíàåì, ÷å ν(−B,A) å êîëèíåàðåí íà l è ñúùî òàêà ν å íåíóëåâ, çàùîòî (A,B) 6= 0.
Ñëåäîâàòåëíî èìàìå îò ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà N è ν:

< N, ν >= A(−B) +AB = 0,

ò.å. N å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà ν è N å íîðìàëåí âåðêòîð íà l.

Tâúðäåíèå.2: Ïðàâàòà l, êîÿòî ìèíàâà ïðåç ò.P (x0, y0) è å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà íåíóëåâèÿ
âåêòîð N(A,B) èìà óðàâíåíèå:

l : A(x− x0) +B(y − y0) = 0 (1)

Äîêàçàòåëñòâî:

Òúé êàòî P ∈ l è N⊥l, òî òåçè óñëîâèÿ åäíîçíà÷íî îïðåäåëÿò ïðàâàòà l.
Íåêà m å ïðàâà ñ óðàâíåíèå m : A(x − x0) + B(y − y0) = 0(òîâà å îáùî óðàâíåíèå íà

ïðàâà, çàùîòî (A,B) 6= 0 è N 6= 0). P ∈ m, òúé êàòî A(x0 − x0) + B(y0 − y0) = 0 è îò

Òâ.1 ñëåäâà, ÷å N(A,B)⊥m. Ñëåäîâàòåëíî m ≡ l.

Î÷åâèäíî âñè÷êè íîðìàëíè âåêòîðè íà äàäåíà ïðàâà l ñà êîëèíåàðíè. Àêî N(A,B) 6= 0

å íîðìàëåí çà l, òî åäèíè÷íèòå âåêòîðè n =
N

|N |
è −n(N(

A√
A2 +B2

,
B√

A2 +B2
)) ñà

åäèíè÷íè íîðìàëíè âåêòîðè çà ïðàâàòà l è òå ñà åäèíñòâåíè.
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2Äåôèíèöèÿ.2: Îáùî óðàâíåíèå íà ïðàâàòà l ñïðÿìî K, â êîåòî íîðìàëíèÿò âåêòîð

ñ êîîðäèíàòè êîåôèöèåíòèòå ïðåä x è y å åäèíè÷åí ñå íàðè÷à íîðìàëíî óðàâíåíèå íà l
ñïðÿìî K.

Ñëåäîâàòåëíî àêî l : αx + βy + γ = 0 å óðàâíåíèå íà ïðàâàòà l, òî òîâà óðàâíåíèå å

íîðìàëíî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî α2 + β2 = 1.

Òâúðäåíèå.3: Âñÿêà ïðàâà l â ðàâíèíàòà èìà òî÷íî äâå íîðìàëíè óðàâíåíèÿ. Ïðè

òîâà, àêî Ax+Bx+C = 0 å ïðîèçâîëíî îáùî óðàâíåíèå íà l, òî íîðìàëíèòå óðàâíåíèÿ

ñà
Ax+Bx+ C√

A2 +B2
= 0 è −Ax+Bx+ C√

A2 +B2
= 0.

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà l : Ax+By + C = 0. Òîãàâà ïðîèçâîëíî îáùî óðàâíåíèå íà l ùå èìà âèäà:

l : λ(Ax+By + C) = 0, (2)

êúäåòî λ 6= 0, ò.å.
l : λAx+ λBy + λC = 0. (3)

Toâà å íîðìàëíî óðàâíåíèå, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî (λA)2+(λB)2 = 1, ò.å. λ2(A2+
B2) = 1. Îò òóê ïîëó÷àâàìå

λ = + 1√
A2+B2

.

Ñëåäîâàòåëíî l èìà òî÷íî äâå óðàâíåíèÿ è òå ñà óðàâíåíèÿòà îò óñëîâèÿòà.

Ðàçñòîÿíèå îò òî÷êà äî ïðàâà. Òâúðäåíèå.4: Íåêà g å ïðîèçâîëíà ïðàâà îò

ðàâíèíàòà ñ íîðìàëíî óðàâíåíèå g : αx + βy + γ = 0 è P (x0, y0) å ïðîèçâîëíà òî÷êà.

Îçíà÷àâàìå l(x, y) = αx+ βy+ γ. Òîãàâà ðàçñòîÿíèåòî d(P, g) îò P äî ïðàâàòà g å ðàâíî
íà |l(x0, y0)|.
Äîêàçàòëñòâî:

Íåêà n å åäèíè÷íèÿò íîðìàëåí âåêòîð íà ïðàâàòà g, ò.å. n(α, β). Íåêà m å ïðàâàòà ïðåç

ò.P , êîÿòî å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà g è Q = m ∩ g. Òîãàâà d(P, g) = |
−−→
PQ|.

Èìàìå, ÷å Q ∈ m è m ‖ n, ñëåäîâàòåëíî |
−−→
PQ| = λn.

Íåêà ò.Q èìà êîîðäèíàòè (x1, y1), ñëåäîâàòåëíî

x0 − x1 = λα, y0 − y1 = λβ,
x1 = x0 − λα, y1 = y0 − λβ.

Q ïðèíàäëåæè íà g, ñëåäîâàòåëíî

l(x1, y1) = 0,
αx1 + βy1 + γ = 0,

α(x0 − λα) + β(y0 − λβ) + γ = 0,

ò.å. −λ(α2+β2)+(αx0+βy0+γ) = 0. α2+β2 = 1 è αx0+βy0+γ = l(x0, y0), ñëåäîâàòåëíî
λ = l(x0, y0). Òàêà ïîëó÷èõìå



3d(P, g) = |
−−→
PQ| = |λn| = |λ||n| = |λ| = |l(x0, y0)|.

×èñëîòî δ(P, g) = l(x0, y0) ñå íàðè÷à îðèåíòèðàíî ðàçñòîÿíèå îò ò.P äî l ïî îòíîøåíèå íà

íîðìàëíèÿ âåêòîð n. Òúé êàòî δ(P, g) = l(x0, y0) = λ, êúäåòî λ :
−−→
QP = λn, òî δ(P, g) > 0.

δ(P, g) > 0, êîãàòî P å â ïîëóðàâíèíàòà, êúì êîÿòî ñî÷è n.
δ(P, g) < 0, êîãàòî P å â äðóãàòà ïîëóðàâíèíà.

Äåôèíèöèÿ.3: Ïîä úãúë ≮ (l1, l2) ìåæäó äâå ïðàâè l1 è l2 ñå ðàçáèðà ïî-ìàëêèÿ îò

äâàòà úãúëà, êîèòî ïðàâèòå ñêëþ÷âàò.

Íåêà N1 è N2 ñà íîðìàëíèòå âåêòîðè êúì ïðàâèòå l1 è l2. Àêî ≮ (N1, N2) 6 π/2,
òî ≮ (l1, l2) =≮ (N1, N2). Àêî nless(N1, N2) > π/2, òî ≮ (l1, l2) = π− ≮ (N1, N2).
Ñëåäîâàòåëíî cos ≮ (l1, l2) = |cos ≮ (N1, N2)|.
Àêî N1(α1, β1) è N2(α2, β2), òî òîãàâà cos ≮ (N1, N2) = α1α2 + β1β2. Oò òóê ñëåäâà, ÷å

≮ (l1, l2) = arccos|α1α2 + β1β2|.


